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Résumé

Les méthodes SAT-based constituent une approche récente des procédures de décision pour les
logiques modales. L’idée intuitive est que les procédures de décision en logiques modales propo-
sitionnelles peuvent étre développées au-dessus d’une procédure de décision propositionnelle. Il
est ainsi possible d’utiliser Iintégralité du foisonnant état de l'art sur le probléme SAT (Davis-
Putnam, transitions de phases...). KSAT est ’algorithme basique d’une telle procédure SAT-based
pour le systéme K, qui peut étre étendu & un large éventail de logiques. Nous projetons de nous
inspirer de ces méthodes pour améliorer le démonstrateur générique LOTREC en le faisant colla-
borer avec un prouveur SAT. Pour cela, nous avons mis au point notre propre implémentation de
KSAT et proposons quelques perspectives pour une future intégration.
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Introduction

L’un des axes majeurs en intelligence artificielle concerne la représentation des connaissances et le
raisonnement, sur celles-ci. Le langage de la logique propositionnelle et celui de la logique modale
propositionnelle sont des concepts & la fois simples et d’'une grande puissance d’expression. De
plus, des travaux anciens mais surtout récents ont permis de mettre au point des algorithmes
de décision efficaces. Cela est d’autant plus vrai que ces derniéres années ont vu ’apparition de
systémes hautement optimisés permettant de déterminer la satisfiabilité d’une formule en logique
modale en s’appuyant sur un raisonnement propositionnel. Ces méthodes dites “SAT-based” sont
issues de deux intuitions. La premiére est que le raisonnement en logique modale peut étre im-
plémenté comme une composition appropriée de raisonnements propositionnels. La seconde est
que le raisonnement propositionnel peut étre effectué trés efficacement, en utilisant I’état de I’art
foisonnant, des procédures de décision propositionnelles comme par exemple l'algorithme Davis-
Putnam, et des avancées dans la connaissance du probléme telles que les transitions de phases.

Plusieurs motivations convergentes sont & ’origine de notre démarche. De maniére générale,
les travaux de I’équipe LILaC & I'IRIT sur la formalisation de notions telles que connaissances,
croyances, obligations et intentions, ainsi qu’interactions entre agents, ont amenés & développer
des logiques modales qui nécessitent ensuite des expérimentations afin de les valider d’un point de
vue réaliste. L’étude des procédures de démonstration automatique pour les logiques modales est
une préoccupation traditionnelle de lintelligence artificielle. Mais tandis que les démonstrateurs
de la littérature ne concernent que des familles de logiques trés restreintes, le démonstrateur auto-
matique LoTREC actuellement développé dans ’équipe LILaC se veut un outil générique, avec
un langage de programmation de stratégies qui est simple & manipuler.

Il est amplement souhaitable de tirer parti des progrés réalisés dans le cadre de la déduc-
tion automatique pour la logique propositionnelle. Ceci dit, 'intégration d’un démonstrateur SAT
pourrait nuire & la flexibilité de LoTREC. 1l s’agit de tirer profit des progrés dans le domaine
SAT afin d’améliorer les démonstrateurs par tableaux existants, et d’étendre le démonstrateur
LoTREC en le faisant coopérer avec un démonstrateur SAT pour gagner en performances sans
renoncer i sa simplicité.

Nous sommes amenés & réaliser dans une premiére partie un état de I’art sur le probléme de la
satisfiabilité. En premier lieu pour la satisfiabilité en logique classique propositionnelle (SAT), dé-
crivant en détail ’algorithme de décision le plus célébre Davis-Putnam, et présentant les approches
récentes d’étude de SAT, telles que les transitions de phases ou les heavy-tails, ou résident les fon-
dements de progrés dans la connaissance du probléme. Nous abordons ensuite la satisfiabilité en
logique modale (essentiellement dans le systéme K (m)). Nous nous intéressons en particulier aux
procédures SAT-based, présentant I’algorithme basique KSAT en détail avec ses améliorations et
ses extensions aux logiques normales et non-normales.

Dans une seconde partie nous abordons les aspects concrets de notre travail. Nous présentons
pour cela le démonstrateur automatique LoTREC, puis notre implémentation de 1’algorithme
KSAT. Enfin, nous proposons des perspectives d’intégration et d’éventuels travaux futurs.



Partie 1

La satisfiabilité : un état de ’art



Chapitre 1

La satisfiabilité en logique classique

Le probléme de satisfiabilité d’une formule propositionnelle, consiste & déterminer s’il existe une
affectation des variables de la formule, telle que celle-ci soit satisfaite. Nous présentons ce probléme,
ses techniques de résolution, ainsi que les principaux axes de la recherche actuelle dans le domaine.

Aprés un rappel rapide du probléme SAT, nous présentons les algorithmes Davis-Putnam et
GSAT. Nous présenterons ensuite les transitions de phase des instances SAT pour la satisfiabilité,
la complexité des calculs et de la structure des solutions. Puis nous nous intéresserons aux distribu-
tions heavy-tails que ’on est emmené & rencontrer lors de I’étude de la complexité des recherches
de solutions. Cela va nous permettre de mieux comprendre les mécanismes de la recherche de
solutions & SAT, et ainsi pouvoir au mieux comprendre les stratégies d’amélioration.

1.1 Le probléme SAT

Ce probléme est le plus célébre des problémes NP-complets et de nombreux problémes concrets
peuvent étre codés pour s’exprimer comme un probléme de satisfiabilité. Coder un probléme en
SAT et le résoudre est parfois plus facile que développer un algorithme spécifique qui ne sera pas
nécessairement plus efficace.

SAT constitue aussi un intérét particulier pour I'TA puisqu’il est en étroite relation avec le
raisonnement déductif : soit une base de faits ¥, on peut déduire « si et seulement si ¥ U {—a}
est inconsistant (ou insatisfiable).

Nous utiliserons le langage £, suivant :

e V,, un ensemble fini ou dénombrable de variables propositionnelles (ou formules atomiques).
® Veonneet = {7, A, V}, un ensemble de connecteurs logiques.

® Vieiim = {(;)}

Nous définissons F comme I'ensemble des formules (bien formées) sur £,.

Définition 1 Une interprétation (ou affectation) est une fonction I :V, — {Faux,Vrai}.

Une interprétation définit la sémantique des formules atomiques. On peut 1 “étendre & I : F —
{Vrai, Fauz} comme suit (a; € V,,0 <i<n):

o I(agA... Nay) =Vrai < Vi€ [0,n], (o) =Vrai
o I(wV..Va,)=Vra < Jie€l0,n],I(w)=Vrai
o I(—aw) =Vrai <= I(ag) = Faux

Définition 2 Soit une formule ¢. Une interprétation est dite compléte pour ¢ si elle est définie
pour toute formule atomique de ¢. Elle est dite partielle sinon.
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Définition 3 Soit I une interprétation compléte de ¢ et 1(¢p) = Vrai, alors I est un modéle de
o, noté I |= ¢. ¢ est dite valide si toute interprétation compléte de ¢ est un modéle de ¢. ¢ est
dite satisfiable ou consistante s’il existe au moins un modéle de ¢.

Définition de la satisifiabilité Le probléme de satisfiabilité SAT se définit ainsi:
e instance: ¢ une formule de F
e question: existe-t-il un modéle de ¢?

Les formules en Forme Normale Conjonctive Nous nous raménerons le plus souvent a des
formules dans un format appelé Forme Normale Conjonctive.

Définition 4 Un littéral est soit une formule atomique o € V,, soit sa négation ~a. o et —o
sont dit complémentaires.

Définition 5 Une clause est une formule composée d’une disjonction de littéraux.

Définition 6 Une base de clause ou formule en Forme Normale Disjonctive noté CNF est une
conjonction de clauses.

Exemple 1 Soient ¢1 = az A (ag Va1V —az) A (—ag Vaz) et g2 = (ag V (a1 A—az)) A (a1 V —az).
¢1 est une formule CNF, alors ¢o ne l’est pas.

Proposition 1 Toute formule ¢ de F peut se traduire en une formule CNF 1), telle que ¢ <= 1),
c’est-a-dire que pour une interprétation I, I = ¢ <= I = 1.

Nous pouvons alors définir le probléme de la satisfiabilité ainsi :

e instance: C un ensemble fini de clauses sur V,

e question: existe-t-il une interprétation qui satisfasse I’ensemble des clauses C?

1.2 Résoudre SAT

On peut regrouper les prouveurs en deux grandes catégories : les prouveurs complets et les prou-
veurs incomplets. Les derniers ne sont pas capables de prouver I'inconsistance d’une formule. Ils
sont cependant utilisés pour trouver rapidement une solution pour les instances de grande taille.
Nous présentons ici, une méthode de chaque catégorie. D’abord la procédure compléte Davis-
Putnam qui est une utilisation de la résolution & la recherche de consistance. Puis nous verrons
GSAT, qui est un algorithme incomplet (effectuant une recherche gloutonne) fondé sur la recherche
locale.

1.2.1 La procédure Davis-Putnam

La procédure Davis-Putnam (DP)! est un algorithme complet permettant de prouver la consistance
d’une formule. Dans sa version la plus élémentaire, elle consiste & tester toutes les affectations de
variables possibles et d’effectuer un retour-arriére (backtrack) lors de la rencontre d’un contre-
modéle. Voyons d’abord quelques propriétés de simplification des formules logiques en Forme
Normale Conjonctive (CNF). Nous les présentons en notation ensembliste.

Proposition 2 Soient F' une formule CNF et v une variable propositionnelle de F. Alors F est
consistante si et seulement si F'U {v} est consistante ou que F'U {—w} est consistante.

Laussi dénoté DPL, DLL ou DPLL pour Davis-Putnam-T.ogemann-Loveland.
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L’intérét est de supposer la valeur de vérité d’une variable v. On ajoute alors la clause unitaire
{v} & la formule si on suppose v vrai ou {—v} si on la suppose fausse. Par la Proposition 3 on peut
éventuellement simplifier la formule obtenue. Un algorithme basique DPLL pourrait se contenter
d’utiliser cette régle et alors essayer toutes les affectations possibles.

Proposition 3 Soient v une variable, et C une clause. Alors {{v},{v} UC} et {{v}} sont équi-
valents; {{v},{-v}UC} et {{v}, C} sont équivalents.

Ce résultat induit la régle, dite de la clause unitaire, et signifie que si une formule F' contient
une clause unitaire {v} alors toute clause de F' contenant v ou —w peut &tre simplifiée. On pourra
aussi déterminer la valeur de v, qui sera Vrai si la clause est positive et Faux sinon. Cette régle
de simplification, dont le coit est linéaire avec le nombre de littéraux, est trés utilisée car elle
améliore considérablement DPLL.

Proposition 4 Soient F' une formule CNF et v une variable de F telle que toutes les occurrences

de v sont positives, (resp. toutes négatives). Alors F' est consistante si et seulement si
F'=F\{C:CecFetveC} (resp. F\{C:C€F et—-weC})

est consistante.

C’est la régle du littéral pur. Intuitivement, cela veut dire que lorsqu’une variable n’apparait
que positivement (resp. négativement) alors il suffit de lui affecter la valeur de vérité Vrai (resp.
Faux) pour satisfaire toutes les clauses ou elle apparait. Ainsi, le probléme se réduit & prouver la
consistance de la base des clauses restantes. Cependant I’application de cette régle est trés cotiteuse
et ne constitue pas nécessairement une bonne amélioration. C’est pourquoi nous ne la présentons
qu’a titre informel et ne 1’utiliserons pas dans I’application algorithmique.

Définition 7 Une clause est dite :
e positive si aucun littéral négatif n’y apparait
e négative si aucun littéral positif n’y apparait
e mixte si au moins un littéral positif et au moins un littéral négatif y apparaissent
En particulier, la clause vide est & la fois positive et négative, mais pas mixte.

Proposition 5 Soit F = {C4,...,Cy,} une formule CNF contenant n clauses. Si pour tout i C;
est une clause négative, alors F' est consistante. L’affectation de la valeur de vérité Faux a toutes
les variables, est un modéle de F. Par analogie, si pour tout i C; est une clause positive, alors F
est consistante, et 'affectation de la valeur de vérité Vrai a toutes les variables est un modéle de
F.

Les propositions 2, 3 et 5 permettent de justifier I’algorithme de Davis-Putnam dans cette
forme. La proposition 2 permet l'affectation a priori lors de ’appel récursif. La proposition 3
permet de justifier la routine propagation__unitaire et la proposition 5 autorise a conclure lorsque
la formule ne contient aucune clause positive.

Davis_ Putnam(¢, )

Entrée :
¢ : une formule propositionnelle en forme normale conjonctive
1 : une interprétation partielle
Sortie :
Vrai si ¢ est satisfiable, Faux sinon
fonction Davis_Putnam(¢, u)
(¢, ) < propagation_unitaire(p, p1);

si il existe une clause vide dans ¢
alors retourne Faux;
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si il n’y a plus de clause dans ¢
alors retourne Vrai; /* u est solution */

si ¢ ne contient aucune clause positive
alors retourne Vrai; /* u complété par Uaffectation de tous les
atomes de ¢ & Faux est solution */

a < choisi__atome(¢);
Davis_Putnam(é A a, p);
Davis__ Putnam(¢ A —a, p);

La routine propagation__unitaire effectue les simplifications données dans la Proposition 3.

On la retrouve dans la plupart des prouveurs basés sur l’algorithme DPLL.
propagation__unitaire(e, p)

Entrée :
¢ : une formule propositionnelle en forme normale conjonctive
1 @ une interprétation partielle
Sortie :
(une simplification de ¢ en CNF, une mise 4 jour de p)
fonction propagation _unitaire(, )
tant que il existe une clause unitaire v dans ¢

siy = {a}
alors ' « pU{a « Vrai};
siy = {-a}

alors ' «— pU{a «— Fauz};
¢' «— l'ensemble des clauses de ¢ ne contenant pas
le littéral contenu dans ~;
¢" «— ¢’ dans laquelle on a supprimé tous les littéraux
complémentaires & celui contenu dans ~;

(¢, 1) — (", 1');

retourne (¢, u);

1.2.2 La procédure GSAT

GSAT est une procédure incompléte de résolution des problémes de satisfiabilité proposition-
nelle, proposée dans [SLM92]. Elle effectue une recherche locale gloutonne sur les affectations d’un
ensemble de clauses propositionnelles. Au début de la procédure, on choisit au hasard une affec-
tation des variables. Puis on change (flips) la valeur de vérité de la variable qui va permettre de
maximiser I’augmentation du nombre de clauses satisfaites. On continue ainsi jusqu’a ce que ’on
trouve la consistance ou que 'on atteigne M AX FLIPS changements. On répéte cela au plus
MAX TRIES fois.

GSAT(p, MAX FLIPS,MAX TRIES)
Entrée :
¢ : une base de clauses
MAX FLIPS : un entier
MAX TRIES : un entier
Sortie :
Vrai si un modéle de ¢ est trouvé, Echec sinon
fonction GSAT(¢, MAX FLIPS,MAX TRIES)
pour i de 1 a MAX TRIES
1 < une affectation de vérité générée aléatoirement;
pour jdela MAX FLIPS
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si p satisfait ¢
alors retourne Vrai;

a < un atome tel qu’un changement de sa valeur
de vérité dans p maximise ’augmentation
du nombre de clauses de ¢ satisfaites;

1« p avec la valeur de vérité de a inversée;

retourne Fchec;

1.3 Vers un ensemble de modéles complet

Nous venons de voir deux algorithmes de recherche de modéles pour les formules propositionnelles.
GSAT est une méthode incompléte, ce qui entraine que (1) elle ne peut pas prouver 'inconsistance
d’une formule, (2) si elle ne trouve pas de modéle, cela ne signifie pas que la formule n’est pas
satisfiable. Au contraire, Davis-Putnam est une méthode compléte, c’est-a-dire qu’elle trouvera un
modéle & une formule si et seulement si cette formule est consistante. Néanmoins, elle ne permet
pas de trouver tous les modéles d’une formule. En effet, la force de Davis-Putnam est de réduire
I’espace de recherche. Lors de telles réductions, nous perdons des informations sur la formule
originale.

Exemple 2 Soit ¢ = a A (a VbV —c). Par la régle de la clause unitaire nous allons affecter
Vrai o la variable a et propager, ce qui aura pour effet de résoudre la clause a vV bV —c. Ainsi,
seule Uinterprétation partielle {a = Vrai} sera trouvée, et sera complétée en un unique modéle
{a =Vrai,b = Fauz,c = Faux} au moment de la sortie de la procédure.

Or, certaines applications nécessitent d’avoir connaissance de ’ensemble complet des modéles.

Notation On pourra convertir un modéle sous sa forme ensembliste en une formule bien formée,
qui sera la conjonction des atomes évalués a Vrai et de la négation des atomes évalués a Faux.

Proposition 6 Un ensemble de modéles { My, ..., M, } pour une formule ¢ est complet si et seule-
ment si la formule ¥ = ¢ A —(V <<, Mi) est inconsistante.

La proposition 6 met en évidence la méthode suivante, permettant de trouver ’ensemble com-
plet des modéles finis d’une formule ¢, sur le langage de la formule originale. Notons que cette
méthode n’est utilisable qu’avec une procédure de décision compléte.

e étape 0 : trouver un modéle My de ¢

e étape k : trouver un modéle Mj, de ¢ A =(\/y<;<x_1 Mi) (la formule ¢ en conjonction avec
la négation des disjonctions des modéles trouvés aux étapes précédentes).

Si on ne trouve pas de modéle a ’étape NN, cela signifie que 1’on a trouvé tous les modéles finis
de ¢ sur le langage de ¢ et il y en a V.

Exemple 3 Soit ¢ =a A (a VbV —c). On trouve le modéle My = aV —bV —c. A P’étape suivante
on cherche un modéle pour la formule pA—(aN-bA—c) =aA(aVbV-c)A(—aVbVe). On trouve
le modéle My = a A—bAc. Et on continue de méme. On trouve Ms =aANbAc et M3 =aAbA—c.
On ne trouve aucun modeéle a la formule ¢ A (Mo V M1V Ms V Ms). Nous avons donc ¢ <~
(Mo Vv My V MsV Ms), et nous avons ’ensemble complet des modéles de ¢.
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1.4 La complexité de SAT

Tout en gardant a ’esprit que SAT est un probléme NP-complet, des questions naturelles se posent,
quant & sa complexité en pratique. Quand est-il raisonnable d’utiliser une méthode compléte? Est-
ce que les cas difficiles apparaissent souvent? Quelle est sa complexité en moyenne? La grande
difficulté & répondre & de telles questions est qu’il n’existe que peu de résultats analytiques sur
la, complexité de SAT. Pour 'instant, nous devons compter sur des résultats empiriques, qui eux
sont foisonnants.

De nombreuses publications déclarent que le probléme SAT n’est pas extrémement complexe.
Il a par exemple été suggéré que les instances SAT générées aléatoirement peuvent étre aisément
résolues en moyenne en O(n?). Cependant, pour examiner comment se comporte une procédure en
moyenne, on doit considérer des instances générées suivant une distribution de probabilité. Cette
complexité moyenne a donc été réfutée puisque dépendante du choix de la distribution.

1.5 Approches récentes

1.5.1 Les transitions de phases

I’étude des transitions de phases de SAT a émergée de I'intersection de la physique statistique, des
mathématiques discrétes et de l'informatique théorique. En physique, les transitions se produisent
dans les systémes ayant de nombreux degrés de liberté, i.e. dans les systémes spécifiés par des
variables aléatoires nombreuses. Ces transitions représentent un changement d’état du systéme.
Notre notion d’état pour une instance SAT sera sa probable satisfiabilité.

1.5.1.1 Les seuils de satisfiabilité

Introduisons d’abord la notion d’ordre et de densité pour les formules CNF.

Définition 8 On appelle ordre d’une formule CNF ¢ le nombre de variables propositionnelles
contenues dans ¢.

Définition 9 Soit une formule CNF ¢. On appelle densité de ¢ la valeur L avec 1) le nombre de
clauses de ¢ et w son ordre.

Il est aisé de concevoir qu’il sera difficile de satisfaire une instance ayant une forte densité, alors
qu’une faible densité caractérisera une instance sous-contrainte et donc probablement satisfiable.

Il a été découvert au début des années 90 des valeurs de densité qui sembleraient marquer une
frontiére entre les instances satisfiables et celle qui ne le sont pas. Dans le cas des problémes de
3-SAT aléatoires, des études expérimentales ont pu indiquer une densité seuil (crossover point)
4 4,26. Pour des instances de densité supérieures & 4,26, la probabilité qu’elle soit satisfiable
est proche de 0. Au contraire, en-deca de ce seuil, une instance de 3-SAT aléatoire & toutes les
chances d’étre consistante?. Cependant, les tentatives pour prouver cette valeur mathématique-
ment sont restées vaines. Il semble que ce phénoméne ne soit pas réservé aux seules instances de
3-SAT puisque des observations similaires ont été faites pour 4-SAT avec une valeur de seuil 4 9,9,
pour 5-SAT avec un seuil autour de 21... Seule la valeur seuil de 1 a été prouvée pour 2-SAT [CR92].

En revanche de nombreux travaux ont été menés pour trouver rigoureusement un encadrement
du seuil pour 3-SAT. Ainsi [DBMO00] démontre une borne supérieure de 4, 506, et [AS00] une borne
inférieure de 3,26. Mais cela n’est pas suffisant pour prouver la transition rapide que semblent
indiquer les expériences.

2Pour faire un paralléle avec la physique, une densité de 4,26 est a ’état probable de la 3-satisfiabilité ce qu’est
la température 0°C & ’état de ’eau.
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Aussi concernant k-SAT en général, I’équation suivante a été formulée par Olivier Dubois :
log(2) — 2.27% — exp(—z.k/(2" — 1)) =0

Pour k = 3 cette équation admet 4, 252... pour solution ; pour k = 4 elle admet la solution 9, 97...
etc. Elle semble donc donner les valeurs constatées empiriquement. Mais la preuve n’en est pas
faite.

Nous devons nous contenter d’une conjecture, presque unanimement acceptée :

Conjecture 1 Pour tout k > 2, il existe une constante ry, telle que lorsque n — 400, une formule
aléatoire de k-SAT avec n variables et r.n clauses est satisfiable avec une probabilité qui tend vers
1 pour tout r < ry, et insatisfiable avec une probabilité qui tend vers 1 pour tout r > ry.

Notons tout de méme l’existence d’un théoréme de Ehud Friedgut [Fri99] qui montre 'existence
d’une suite ri(n).

Théoréme 1 Pour tout k > 2, il existe une suite r(n) telle que lorsque n — +o0, une formule
aléatoire de k-SAT avec n variables et r.n clauses est satisfiable avec une probabilité qui tend vers
1 pour tout r < ri(n), et insatisfiable avec une probabilité qui tend vers 1 pour tout r > ri(n).

Prouver la conjecture 1 revient & prouver que r,(n) converge.

1.5.1.2 La complexité computationnelle

Nous appelons la complexité computationnelle d’une instance, le temps de calcul nécessaire pour
décider de sa consistance. Certains auteurs évaluent cette complexité en utilisant le nombre
d’appels récursifs d’une procédure de décision, cette mesure n’étant pas dépendante de ’environnement
d’exécution. Plus généralement, on pourra parler de la complexité computationnelle d’une classe
d’instance, qui sera le temps d’exécution moyen sur un échantillon de la classe.

La notion de transition de phase de satisfiabilité a été proposé comme outil pour I’étude de la
complexité du probléme SAT. Intuitivement, on peut imaginer qu’une formule de faible densité, et
donc sous-contrainte, est aisément satisfiable et une preuve est vite trouvée. Comme il est facile de
prouver Iinconsistance d’une formule ayant une forte densité, une contradiction étant vite trouvée.
[SMLI6] avance que la densité d’une instance 3-SAT est intimement liée & sa complexité compu-
tationnelle. Autrement dit, une instance 3-SAT ne sera difficile & prouver qu’autour d’une densité
de 4,26. En fait, on obtient une courbe de complexité en fonction de la densité de la formule que
lon appelle easy-hard-easy pattern, le pic correspondant & la densité seuil.

Cependant, malgré les efforts permanents de la recherche dans ce domaine, les choses restent
assez floues. En effet, [CDST00] met en doute cette conclusion, en particulier & cause du protocole
expérimental qui étudie la complexité en fonction de la densité de 'instance au lieu de sa taille (son
ordre) comme il est d’usage en complexité computationnelle. Il y est présenté une expérimentation
permettant de déterminer comment la complexité moyenne d’une instance 3-SAT (en fonction de
Pordre, pour une densité donnée) dépend de la densité, et si les observations dépendent du solveur
utilisé.

Finalement [CDS*00] conclu qu’il n’existe pas de connexion entre la transition de phase en
complexité computationnelle et le phénoméne de seuil de satisfiabilité. Le passage de la complexité
polynomiale & exponentielle ne se fait pas au point seuil, ni méme autour comme déclaré dans
[SML96]. De plus, la densité a laquelle la complexité passe de polynomiale & exponentielle varierait
avec le choix du prouveur.

1.5.1.3 Structure des solutions de SAT

Nous avons vu que la densité d’une formule SAT était un paramétre d’ordre. Mais un concept plus
profond pour les transitions de phase de SAT est le backbone qui a été suggéré comme étant un
paramétre d’ordre plus pertinent pour caractériser un probléme complexe.
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Définition 10 Le backbone d’une formule ¢ est l’ensemble des littéraux ayant la méme valeur
dans tous les modéles de ¢.

On trouve aussi dans la littérature des définitions indiquant que le backbone est ’ensemble des
littéraux faux, ou ’ensemble des littéraux vrais dans tous les modéles.

Deux travaux indépendants ont été menés : [Zha01] qui est une étude empirique de la phase de
transition de SAT & travers les backbones, et [XL99] qui est une étude analytique sur la similarité
des solutions.

[Zha01] observe que :

e Quand la densité d’une formule est trés grande, il y a peu de solutions.
e La taille du backbone d’une formule est d’autant plus grand que sa densité est grande.

En utilisant une notion de meétrique fidéle a l'idée que deux interprétations sont d’autant plus
proches qu’elles évaluent identiquement des variables, on peut en conclure que l’ensemble des
solutions d’une instance grandement contrainte est clusterisé dans un petit voisinage.

[XL99| arrive & la méme conclusion, introduisant le degré de similarité majeur : un parameétre
décrivant la structure des solutions dont les valeurs montrent combien les différents modéles d’une
formule sont proches les uns des autres. Il est prouvé formellement que lorsque la densité d’une
formule atteint une certaine valeur, la structure des solutions subit une transition de phase, ce
qui montre que les différentes assignations satisfaisant une formule passent soudainement de re-
lativement différentes, & trés similaires les unes des autres. Ceci est un autre type de transition
de phase pour le probléme SAT, & co6té de celui de la satisfiabilité. Mais surtout, il présente un
intérét considérable pour I’amélioration des techniques de décision. En effet, I’appréhension de la
structure des solutions au regard de la valeur de la densité d’une formule (triviale & calculer),
permettrait & moindre colt de guider la recherche.

1.5.2 Les phénoménes heavy-tail

Voyons d’abord un exemple intriguant des probabilités. Un homme ivre qui marche, effectue a
chaque pas un écart aléatoire a gauche ou a droite (paralléglement & un axe z), tous deux équipro-
bables et égaux. Alors, partant de l'origine, sa marche le raménera sur l’axe de I’origine avec une
probabilité de 1. En revanche, le temps qu’il lui faudra pour cela est infini, et, en moyenne, il va
parcourir toutes les valeurs de ’axe x avant son retour.

Aussi, par intuition, si on imagine que cet homme passe [ fois par 1’origine en k pas, alors lors
d’une marche m fois plus longue, on peut s’attendre & ce qu’il revienne & lorigine m.l fois. Mais
il peut étre montré qu’il ne franchira ’axe que /m.l fois en moyenne. Cela signifie qu’il existe des
périodes étonnamment longues lors d’une marche aléatoire, entre deux retours 4 origine. En fait,
lors d’une série de r marches aléatoires terminant chacune a l’origine, certaines marches vont en
moyenne étre du méme ordre que la longueur de toutes les autres combinées, quelle que soit la
valeur de 7.

De tels phénoménes ne sont pas rares avec les distributions heavy-tail, et constituent d’ailleurs
un aspect inhérent de celles-ci. Ces distributions sont donc de bons modéles pour les phénoménes
présentant des fluctuations extrémes [GSCKO0].

1.5.2.1 Les distributions heavy-tail

Les distributions de probabilité standards, telles que les distributions normales, ont une décrois-
sance exponentielle. Cela signifie que les événements qui ne sont pas proche de la moyenne de la
distribution sont trés rares.

Les distributions heavy-tails sont des distribution ayant une décroissance polynomiale

Pr{X >z} ~C2x™ % z>0

avec 0 < a < 2 et C > 0 des constantes.
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Les distributions s’observent graphiquement comme une courbe linéaire lorsque 1’on se place
dans un repére log — log.
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Figure 1.1: le comportement d’une distribution heavy-tail (exemple de la marche aléatoire),
par rapport aux décroissances exponentielles de deux distributions normales. (Courbes tirées de
[GSCKO00].)

La figure 1.1 représente le complément de la distribution cumulée, soit 1 — F(X) = 1 —-Pr{X <
x} = Pr{X > z}, avec F(z) la distribution cumulée de f(z). La fonction de probabilité f(z)
donnant la probabilité de retourner a origine en exactement x pas. Donc, 1 — F'(z) nous donne
la probabilité de retourner & ’origine en plus de x pas. La courbe log — log de la marche aléatoire
montre une décroissance polynomiale, donc 1 — F(X) = Pr{X > a} ~ Cz~“ et la distribution est
une heavy-tail.

Cet exemple permet de voir comment mettre en évidence le comportement de problémes ayant
des fluctuations extrémes, 4 I'image de SAT lors des transitions de phases, mais aussi aux recherches
avec retour-arriére en général.

1.5.2.2 Les heavy-tails et SAT

Les comportements que l'on a vu peuvent modéliser les recherches avec retour-arriére, et signi-
fient que des recherches trés longues peuvent se produire bien plus souvent que ’on pourrait s’y
attendre si nous avions affaire & des distributions de probabilité standards. De la méme facon, il
a été observé sur certaines instances de problémes SAT suffisamment difficiles que des résolutions
rapides se produisaient plus souvent que prévu. Cela montre un heavy-tail a gauche (c’est-a-dire
pour les X < z, par opposition aux heavy-tails & droite pour les X > z) de la distribution. Ce
phénomeéne a des conséquences significatives pour les stratégies & adopter, comme par exemples
les relances.

Dans de nombreux problémes & forte combinatoire, il est souvent beaucoup plus facile d’affecter
les bonnes valeurs & certaines variables qu’a d’autres, les variables critiques contraintes, qui seraient
la source des heavy-tails [GSCKO00]. En revanche, une fois que celles-ci sont déterminées, la suite de
la résolution est aisée. Par conséquent, la meilleure stratégie pour une procédure de recherche avec
retours-arriéres (telle que Davis-Putnam) est de se concentrer a trouver des valeurs qui satisfont
I’ensemble des variables critiques. Les backbones, ensembles de littéraux ayant la méme valeur pour
toute solution, sont des variables critiques [SWO01, Zha01, X1L99]. Il se trouve que le nombre de ces
variables critiques est lié aux transitions de phase.

Une approche récente sur la compréhension de ces heavy-tails est celle des small-worlds. [Wal99]
observe qu’une topologie de small-world a un impact réel sur la résolution des problémes de
graphes, introduisant souvent des heavy-tails dans la complexité de résolution. [GSCKO00] indique
qu’une telle topologie est caractérisée par un petit nombre de contraintes globales, combiné avec un
grand nombre de connexions locales. Dans de tels problémes, les nombreuses interactions peuvent
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définir les variables critiques du probléme. Une application & ’étude de la complexité de SAT
pourrait s’avérer intéressante.

1.6 Davis-Putnam ou GSAT?

Le probléme se pose lorsque I’'on souhaite faire une comparaison d’efficacité de deux méthodes. Les
auteurs de GSAT avancent que leur procédure supplante DPLL en efficacité. C’est effectivement
le cas sur des classes d’instances aléatoires difficiles. Les résultats exposés dans [SBH]| semblent
d’ailleurs confirmer que les algorithmes de recherche locale sont de loin plus efficaces que les
méthodes backtrack sur la classe des instances aléatoires.

améliorations GSAT Notons que GSAT est trés sensible aux minima locaux, mais aussi aux
plateaux : lorsque la meilleure affectation ne change pas le nombre de clauses satisfaites. Quand
cela arrive, les essais successifs avec une nouvelle instanciation initiale suffisent. Mais d’autres
mécanismes permettent de quitter les minima locaux. Une amélioration consiste alors & introduire
un choix de variable aléatoire lorsqu’il n’est pas possible d’augmenter le nombre de clauses satis-
faites (consulter [SKC93] pour plus de détails). Les améliorations successives ont mené a un nouvel
algorithme WSAT (pour Walk SAT) [SKC94].

améliorations DPLL Les régles dérivées des propositions 3, 4 et 5 données dans la section
1.2.1, sont déja des améliorations de la procédure basique. Et méme si la régle de la clause unitaire
est (presque) toujours utilisée, elle n’est pas nécessaire.

Les solveurs qui utilisent 'algorithme de Davis-Putnam se distinguent souvent par leurs heu-
ristiques. Particuliérement lors de ’écriture de choisi _atome qui permet de choisir une variable
pour laquelle on va développer un arbre de recherche. Par exemple :

o la régle de la plus petite clause dit de prendre un littéral choisi aléatoirement dans une plus
petite clause, éventuellement choisie aléatoirement.

e une autre heuristique consiste & choisir un littéral de la plus petite des clauses positives.

Aussi, 'observation faite en 1.5.2.2 sur les heavy-tails & gauche est particuliérement intéres-
sante. En effet, cela signifie que les procédures de recherche sont en quelque sorte plus efficaces au
début de la recherche. Cela suggére qu’une suite de courtes exécutions de la procédure s’avérerait
plus efficace qu’une simple et longue exécution. [GSCKO00] exhibe des résultats expérimentaux qui
tendent & le prouver. L’utilisation de relances de la recherche éliminerait les distributions heavy-tail
& droite des distributions. De facon trés surprenante, de telles relances de procédure de recherche
peuvent alors tirer parti des heavy-tails & gauche.

Les prouveurs utilisent déja cette technique. Les relances consistent & stopper la procédure et &
relancer I’analyse avec les informations obtenues & I’analyse précédente, concernant les sous-espaces
de recherche qu’il est inutile de considérer.

vers une méthode mixte Il y a dans GSAT de trés bonnes bases pour des heuristiques &
intégrer & DPLL. Les essais successifs de GSAT peuvent étre assimilés aux relances de DPLL.
Le choix de la variable dont on va modifier la valeur de vérité est une heuristique sur le choix
de Vatome & développer dans choisi_atome (utilisée par le prouveur GRASP). Une solution
intéressante serait donc une procédure Davis-Putnam associée & une recherche locale en priorité.

Mais notons que les heuristiques n’expliquent pas toujours les différences d’efficacité. En effet,
les créateurs de Chaff [MMZ101], ont observé que la procédure de propagation propagation _unitaire
occupe la plus grande partie du temps de calcul (souvent plus de 90%). Ils ont prit le parti de ne
pas élaborer d’heuristiques complexes mais de favoriser la rapidité de la propagation.



Chapitre 2

La satisfiabilité en logique modale

En ce qui concerne les logiques non classiques, I’état des recherches sur le probléme de satisfiabi-
lité n’est pas aussi fourni qu’en logique classique. Ce n’est qu’a la fin des années 90 que [GS96]
propose pour la premiére fois une technique, 'algorithme KSAT, permettant de tester la validité
d’une formule en logique modale dans le systéme K, au dessus d’une procédure de décision propo-
sitionnelle. L’intérét étant de profiter des avancées sur le probléme SAT en logique classique. On
parlera plus généralement d’une méthode dite “SAT-based”, qui est donc une alternative & celles
des tableaux, de traduction fonctionnelle ou du calcul des séquents.

D’abord, nous allons définir le probléme de satisfiabilité en logique modale, puis aborderons
sa, résolution, présentant en détail I'algorithme basique de KSAT. Enfin, nous présenterons ses
ameéliorations possibles ainsi que son extension & d’autres logiques.

2.1 Le probléme SAT en logique K(m)

Le langage modal £,, sera celui de la logique propositionnelle classique auquel on ajoute les
opérateurs unaires 1, Os...00,,. L’axiomatique est la suivante :

les tautologies de la logique propositionnelle

le modus ponens : - A — Bet+ A=+ B

le schéma d’axiome K : 0;(4A — B) — (0;A — 0;B),1 <i<m

la régle de nécessitation : - A =F 0;4,1 <i<m
Nous redéfinissons F comme 1’ensemble des formules bien formées sur £,

K(m)-modéle Le K (m)-modéle d’une formule ¢ est déterminé par un (m+2)-uplet < W, Ry, ..., R, V >
ayant les propriétés suivantes :

e W £ (), un ensemble de mondes possibles, et soit wo € W le monde racine

e R; C W21 < i < m, une relation d’accessibilité entre les mondes possibles, relative &
Popérateur O0;. On note xR;y pour indiquer une accessibilité de = & y.

V. (F,W)— {Vrai, Faux}
alf,w)=Vrai < V(a) =Vraiet V(8) = Vrai
V(iaVB,w) =Vrai <= V(a) =Vraiou V(8) = Vrai

[ ] [ ] [ ] [ ]
<

V(O w) =Vrai,1 <i<m <= (Vw,wRw = V(a,w')=Vrai),l <i<m

V(
(
(ma,w) = Vrai < V(a,w) = Fauz
(
o V(o,

wp) = Vrai

15



2.2. RESOUDRE LA SATISFIABILITE MODALE 16

Définition de la K (m)-satisfiabilité le probléme de satisfiabilité en logique modale K (m) se
définit ainsi:

e instance: ¢ une formule modale sur le langage £,,

e question: existe-t-il un K (m)-modéle de ¢?

2.2 Reésoudre la satisfiabilité modale

Jusqu’en 1996, les méthodes automatiques de preuve pour les logiques modales étaient essentiel-
lement basées sur les méthodes & tableaux, ou sur la traduction. [GS96] propose une nouvelle
technique, qui est développée au-dessus des procédures de décision propositionnelle. Nous allons
présenter en détail le plus élémentaire des algorithmes SAT-based : KSAT. Mais d’abord, nous
introduisons les formalismes nécessaires, ainsi que des propriétés des formules modales du systéme
K(m) (c’est-a~dire avec m modalités de type K), qui justifieront l’algorithme.

2.2.1 Formalisations

On utilise le langage définit en 2.1. Et soit A = { A1, Ao, ...} un ensemble de propositions primitives.

Définition 11 On appelle atome une formule qui ne peut pas étre décomposée propositionnelle-
ment (A, O,(A1 A—Asg)... sont des atomes). Un littéral est soit un atome, soit sa négation. Etant
donnée une formule ¢, un atome (ou un littéral) est de haut — niveau pour ¢ s’il n'est dans la
portée d’aucun O;,1 < i < m.

Définition 12 Une affectation de vérité p pour une formule modale ¢ est une affectation de vérité
a tous les atomes de haut-niveau de ¢ :

p={ 01011 =Vrai,..,0100n, = Vrai,01611 = Fauz, ...,01 610, = Fauz,
Osagr = Vrai, ..., Osaon, = Vrai,d2f021 = Faux, ..., 02020, = Fauz,
ey
Om@mi = Vrai,...,0mnamn,, = Vrai, Oy fm1 = Faux, ...,
Ay =Vrai,...,Ap = Vrai, Apy1 = Faux, ..., As = Fauz}

Définition 13 Une valeur de vérité r-restreinte est la restriction de o o l’ensemble des atomes
de la forme Oy, 1 < r < m.

p" ={0y0p = Vrai,...,0rarn, = Vrai, 0,81 = Fauz, ...,0.0ry, = Fauz}

Définition 14 Une affectation de vérité p pour une formule modale ¢ satisfait propositionnel-
lement ¢, noté ), ¢, si et seulement si elle évalue ¢ a Vrai, c’est-a-dire, pour tout atome de
haut-niveau ¢1, ¢ pour ¢:

wEp &1 — ¢p1=Vraiepn
pEp 21 =  pFy o
LE, 91 N2 = puk, 1 et pky, oo

LB, 1V = uk, 1 oupk, ¢

Nous parlerons de u comme d’un modéle propositionnel d’une formule modale.
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2.2.2 DPalgorithme KSAT

Voici trois propriétés des formules modales.

Proposition 7 L’affectation de vérité r-restreinte u” est K(m)-satisfiable si et seulement si la
formule bien formée

(b'rj = /\a'ri A _'ﬂ'rj
i

est K (m)-satisfiable, pour chaque O,0,; = Faux apparaissant dans (" .

Exemple 4 Soit u* = {030 = Vrai, 03¢ = Faur, O3¢2 = Fauz}. p? sera K (m)-satisfiable si
et seulement si les formules 1o A =1 et Yo A 2 sont K(m)-satisfiables.

Proposition 8 L’affectation de vérité u est K (m)-satisfiable si et seulement ’affectation de vérité
r-restreinte u” est K(m)-satisfiable pour chaque 1 <r < m.

Intuitivement, cela nous autorise & décomposer le probléme de recherche de K (m)-satisfiabilité
en une étape de m problémes de K-satisfiabilité, et permet aisément de raisonner en logique
multi-modale. Si nous parlons d’une étape, c’est qu’il est important de voir que ’on ne peut pas
remplacer K (m)-satisfiabilité par K-satisfiabilité dans la proposition 7. En effet, nous sommes
assurés que tous les atomes modaux de haut-niveau sont de la forme 0O,1);, ce qui nous permet
de décomposer une étape en simple K-satisfiabilité. Cependant, il se peut que d’autres opérateurs
modaux que [J, apparaissent dans les ;.

Exemple 5 Pour que laffectation de vérité p = {Opto = Vrai, Doy1 = Vrai, 0192 = Vrai, Ootbs
Fauzx,01¢4 = Faux,ys = Vrai, g = Faux,y; = Faux} soit K(m)-satisfiable il faudra que les
deuz affectation de vérités O-restreinte et 1-restreinte, u° = {Oowo = Vrai, Dotr = Vrai, Doz =
Fauz} et pt = {0192 = Vrai, 0194 = Faux} soient K(m)-satisfiables.

Les propositions 7 et 8 permettent de réduire la K (m)-satisfiabilité d’une affectation de vérité
1 d’une formule & la K (m)-satisfiabilité de formules plus petites.

Proposition 9 Une formule modale ¢ est K(m)-satisfiable si et seulement si il existe une affec-
tation de vérité p K (m)-satisfiable telle que p k=) ¢.

Cette proposition permet de réduire la K (m)-satisfiabilité d’une formule modale ¢ & la K(m)-
satisfiabilité de ses affectations de vérité u, modéles propositionnels de ¢. On voit ainsi apparaitre
le squelette de I’algorithme :

1. pour une formule ¢, trouver une affectation de vérité p pour ¢ telle que p satisfait proposi-
tionnellement ¢ (1L Fp ¢).

2. étant données une formule ¢ et une affectation de vérité p calculée a 1’étape précédente.
Soient O,3,; les atomes modaux de ¢ qui sont évalués & Faux dans pu, et O, ceux qui
sont évalués & Vrai. ¢ est K (m)-satisfiable si pour tout r et j la formule ¢,; = A, i A=,
est satisfiable.

Notons que la premiére étape peut étre effectuée avec n’importe quelle procédure de décision
de la logique propositionnelle classique. C’est aussi par ce raisonnement propositionnel que ’on
va tester la satisfiabilité des ¢,; de la deuxiéme étape. C’est 14 que réside tout 'intérét de KSAT

Mais il est important de voir que si nous utilisons une procédure qui ne permet pas de trouver
I’ensemble complet des modéles propositionnels, KSAT ne pourra en aucun cas étre complet.

Exemple 6 Soit ¢ = Oip A (O1pV O1—pV O1(p V —p)). L’algorithme Davis-Putnam donné en
1.2.1 va trouver le modéle propositionnel y = {01p = Vrai,01—-p = Fauz,01(pV —p) = Faux} et
seulement celui-ci, qui ne conviendra pas. En effet, par la proposition 7 nous allons nous ramener
G la K (m)-satisfiabilité de la formule p A =—p A =(p V —p) qui est inconsistant. Or la formule ¢
est K (m)-satisfiable.
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Lorsque 'on a fait le choix de la procédure de décision propositionnelle, il est donc nécessaire
d’utiliser la méthode vue en 1.3 pour obtenir un ensemble de modéles complet.
Voici le pseudo-code de 'algorithme KSAT :

KSAT(¢)

Entrée :
¢ : une formule modale dans un format convenable
pour la fonction generer _modele__propositionnel
Sortie :
Vrai si ¢ est K(m)-consistante, Fauz sinon
fonction KSAT(¢)
tant que u = generer_modele_propositionnel(¢)
si KSATA(p)
alors retourne Vrai
G— PN
retourne Faux

fonction KSATA(A, <, <,,(A\; Orari \; = Or Bri) A7)
pour tout [, faire
si KSATAr(A; Orari A \; = Or Brj) = Fauz
alors retourne Faux;
retourne Vrai;

fonction KSATAr(A\; Org0trgi A /\]. = Oro Broj)
pour toute conjonction — Oy, Br,; faire
si KSAT (N, args A —=fro;) = Faux
alors retourne Fauz;
retourne Vrat;

On suppose que la fonction generer modele propositionnel(¢) renvoie un modéle de ¢ lorsque
la formule ¢ est consistante, et renvoie Faux dans le cas contraire.

Les procédures KSAT, KSAT4 (“A” pour Affectation de vérité) et KSATar (“AR” pour
Affectation Restreinte) sont respectivement les implémentation directes des propositions 9, 8 et 7,
ce qui garantit la correction et la complétude de l'algorithme.

Exemple 7 Reprenons la formule ¢ de l’exemple 6. On peut identifier a = Oyp, b = O1—p et
¢ = O1(p V —p). Nous retombons alors sur la formule propositionnelle de 'exemple 8 dont nous
connaissons tous les modéles.

generer_modele_propositionnel(¢) va donc trouver Uaffectation Af fo = {01p = Vrai,01—p =
Fauz,01(p V —p) = Faux}. Il n’y a qu’un seul opérateur modal, donc KSAT, teste Affo en
une boucle par KSATAr(Af fo). On cherche alors o déterminer la satisfiabilité de la formule
pA—=pA-(pV —p). Or celle-ci est inconsistante et Af fo ne convient pas.

Le modele propositionnel suivant est Af f1 = {01p = Vrai,01-p = Fauz, 01 (pV-—p) = Vrai}.
Nous vérifions si ce modéle convient en cherchant a déterminer la satisfiabilité de la formule
pA(pV—p)A—-—p. Laffectation de p a Vrai convient. Donc Uaffectation Af f1 est une affectation
de vérité K(m)-satisfiable de la formule ¢, et donc une prewve de la K(m)-satisfiabilité de ¢.

2.3 Améliorations

Nous venons de voir I’algorithme sous sa forme la plus basique. Les auteurs de [GS96] ont proposé
quelques améliorations qui s’avérent particuliérement simples et efficaces, comme le montrent leurs
études expérimentales comparatives.
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2.3.1 Trier les atomes modaux

11 est facile de voir que 'algorithme brut tel que nous ’avons présenté, va faire la différence entre
deux atomes modaux tels que 01 (—A3V 41V As) et O1(—A1 VA2V—A3) qui représentent pourtant
la méme information. Cela a pour conséquence l'affectation de différentes valeurs de vérité a des
formules trivialement équivalentes. Une idée consiste donc & effectuer un pré-traitement sur les
formules, en triant les atomes modaux, par un ordre sur les sous-formules.

2.3.2 Factoriser les A, o

L’observation de la fonction K.S AT 4 nous permet de voir qu’elle fait plusieurs fois appel & KSAT
avec des arguments ayant toujours en commun A a;,;. A chaque appel, K SAT essaye de trouver
un modéle de la formule A, o, A =8, sans utiliser les calculs effectués précédemment, et en
particulier, sans utiliser les affectations de vérité partielles trouvées pour A, cv;.

L’idée est de considérer un ensemble B = {(,,1...0r,0 } puis chercher des affectations de vérité
satisfaisant ¢y = A\, a,,i. Chaque fois que l'on en trouve une, on retire de B les (3,,; qui sont
compatibles. On continue ainsi jusqu’a ce que B soit vide, auquel cas p™ est K (m)-satisfiable, ou
qu’aucun nouveau modéle propositionnel de i) ne peut étre trouvé, ce qui signifie que ™ n’est
pas K (m)-satisfiable.

2.3.3 Vérifier les affectations incomplétes

Une autre amélioration consiste & effectuer des tests de consistance sur les affectations de vérité
partielles. En effet, si une affectation partielle est inconsistante, toute extension le sera aussi. Il y
a donc fort & gagner a constater ces inconsistances le plus tot possible.

Il faut pour cela intervenir dans la procédure de décision propositionnelle, c’est-a-dire dans la
méthode generer _modele _propositionnel. Dans le cas de la procédure DPLL, il s’agit d’insérer
un test intermédiaire de K (m)-consistance, juste avant les appels récursif.

Cependant, d’un point de vue pratique, nous ne pouvons nous permettre de vérifier chaque
affectation partielle, ceci pouvant affecter négativement les performances dans le pire des cas. Il est
donc nécessaire de vérifier ces inconsistances & des moments judicieux. Nous introduisons alors une
heuristique probablement inconsistant(u) qui évalue la possibilité que u puisse étre insatisfiable.
Voici le pseudo-code illustrant cela, pour une procédure DPLL :

generer _modele _propositionnel(¢)

Entrée :
¢ : une formule modale CNF.
Sortie :
Un modéle de ¢ si ¢ est consistante, Flauz sinon.
fonction generer _modele _propositionnel(¢)
retourne KSATpprr(é, T);

fonction KSATppLL(d, 1)

(¢, u) « propagation_unitaire(p, p);

si il existe une clause vide dans ¢
alors retourne Faux;
si il n’y a plus de clause dans ¢
alors retourne p
si ¢ ne contient aucune clause positive
soit {ao, ..., an} 'ensemble des variables de ¢;
alors retourne 1 /\(;,, —a:;
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si probablement _inconsistant(i)
alors si KSATA(p) = Faux
alors retourne Faux;

a — choisi_atome(9);
KSATppLL(¢ A a, p);
KSATpprr(¢ A —a, p);

Remarquons que dans cette application algorithmique la formule ¢ doit nécessairement étre en
forme normale conjonctive en raison de ’utilisation de DPLL. L’inconvénient majeur de I’insertion
d’un tel test dans la procédure propositionnelle est la perte de son statut de boite noire : nous ne
pouvons plus nous contenter d’utiliser une procédure brute. Si toutefois il est décidé de la modifier,
il semblerait que I’heuristique probablement inconsistant(u) pourrait tirer parti des transitions
de phases dans la satisfiabilité. Certains travaux ont été menés en ce sens pour la logique K (m)
(JHPS, GRS96]) mais ne sont en aucun cas aussi fournis que pour la logique propositionnelle.

2.4 Extension a d’autres logiques

2.4.1 Les logiques normales

L’ essentiel de cette section est tiré de [SV98] : les méthodes SAT-based s’obtiennent en utilisant
celles par tableaux, en substituant les régles de raisonnement propositionnel de Smullyan ((A),
(V)) par une unique régle, qui est ’application d’une procédure SAT.

Nous présentons d’abord la méthode des tableaux comme dans [Fit83]. Nous verrons ensuite
comment, il possible de généraliser la méthode dans son traitement propositionnel pour les logiques
normales K, KB, K4, D, T, DB, B, D4, S4 et S5. Nous parlerons en général d’une logique £ pour
désigner une de ces logiques.

Définition 15 Une branche de tableau 0 est dite fermée si elle contient o et ~« pour une formule
a quelconque. Elle est ouverte sinon. Un tableau est fermé si chacune de ses branches est fermée,
et ouvert sinon.

Définition 16 Un préfixe est une suite d’entiers positifs. Un préfize o est dit utilisé pour une
branche d’un tableau 0 s’il existe une occurrence de o : ¢ sur 6 pour une formule ¢ quelconque. Un
préfive o est dit non restreint pour une branche 6 d’un tableau si o ne correspond pas au segment
wnitial d’un autre préfize utilisé pour 6. Une extension d’un préfize o, est un préfive o tel que
o' = o,k pour un entier k quelconque.

Un préfixe est un étiquetage d’un monde dans une structure de Kripke. La L-accessibilité est
I’accessibilité entre les mondes, fidéle & la propriété sur cette relation d’accessibilité pour la logique
L. A savoir : la symétrie pour 'axiome B, la sérialité pour ’axiome D, la réflexivité pour ’axiome
T, la transitivité pour ’axiome 4 et ’euclidéanité pour "axiome 5. Par exemple, la S4-accessibilité
sur les préfixes devra satisfaire les conditions de réflexivité et de transitivité.

Un L-tableau se construit comme suit :

e Etape 1 : placer 1 : ¢ & la racine.

e Etape n+1 : appliquer une des régles suivantes pour la branche 6 :

(P1AP p1Vo
(N 61065 (V) Zgi1mos

(D) UU,D(Z) , o’ utilisé pour 6 et accessible de o (—‘D) (ZT_D‘f, o’ extension non restreinte de o

[SV98§] introduit une fonction f (générateur de modéles propositionnel) qui retourne un en-
semble complet de modéles propositionnels d’une formule ¢ passée en paramétre (cf. section 1.3)
: f : F — F". Nous pouvons alors substituer le traitement propositionnel de la méthode des
tableaux (régles (A) et (V)) en une unique régle f.
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Définition 17 Soit f : F — F" un générateur de modéles propositionnels, un L-tableaus est un
L-tableaw obtenu en substituant les régles propositionnelles (N\) et (V) par Uunique régle :

o

o ..o pn

(f) 7{:“15"'a:u77«}:f(¢)'

Nous avons alors I'algorithme suivant pour décider la satisfiabilité d’une formule d’une logique
L e{K,KB,D,T,DB, B, D4,54,55}. La différence de traitement d’une formule en fonction de
la logique résidera dans ’accessibilité entre les mondes, caractéristique de la logique considérée, et

comme nous ’avons indiqué plus haut dans cette section.
L — Tableauy(p)

Entrée :
¢ : une formule modale
Sortie :
Vrai si ¢ est L-consistante, Faux sinon
placer 1: ¢ a Porigine;
répéter
choisir une occurence d’une formule préfixée o : ¢
qui n’est pas terminée, aussi proche de 'origine que possible;
si ¢ n’est pas un littéral propositionnel alors
pour toutes les branches 6 ouvertes par o : ¢ faire
si ¢ n’est pas un littéral alors
Générer un ensemble complet f(¢) = {p1, ..., un} de modéles propositionnels de ¢;
Créer n sous-branches 6; ... 6,, pour 6;
Ajouter & 6; la représentation en formule bien formée de p; pour tout i;
sinon si ¢ = vy alors
Pour chaque préfixe ¢’ qui a été utilisé pour 6 et qui est L-accessible de o faire
si une aucune occurence de o’ : ) n’est présente dans 6 alors
Ajouter o’ : 1) & 0;
si £L € {D, DB, D4} et il n’existe pas un tel ¢’ alors
Soit k le plus petit entier tel que o, k est n’est pas restreint pour 0
Ajouter o,k : ¢ & 6;
Ajouter une nouvelle occurence de o : ¢ & 0;
sinon si ¢ = - O alors
soit k le plus petit entier tel que o, k n’est pas restreint pour 6
Ajouter o,k : =) & 0;
Déclarer que 'occurence de o : ¢ est terminée;
jusqu’a ce que toutes les branches soient fermées
ou que toutes les occurences de formules préfixées soient terminées;
si toutes les branches sont fermées alors
retourner Vrai;
sinon
retourner Faux;

Notons que la terminaison pour des logiques dont 1’accessibilité implique la transitivité (K4,
S4) est assurée par un test de boucle standard lors de I’application de la régle (O).

2.4.2 Les logiques non normales

[GTGO02| présente une extension de KSAT, dans sa version mono-modale, aux logiques modales
classiques E, EM, EN, EMN, EC, EMC, ECN, EMCN.

Soit, ¢ une formule de la logique £. On cherche avec un prouveur propositionnel, une affectation
de vérité p aux atomes de haut-niveau de ¢, qui satisfait la formule propositionnellement. On
passe alors u & KSAT 4R pour vérifier sa L-satisfiabilité. Seule ECMN (c’est-a-dire K) est traitée
comme nous ’avons vu dans 2.2.2. Les autres sont traitées difféeremment suivant les particularités
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des logiques Le détail de ’aspect algorithmique est donné pour toutes les logiques pré-citées dans
[GTGO02].

Les méthodes SAT-based de recherche de solutions au probléme de satisfiabilité modale sont
donc suffisamment robustes pour étre utilisées sur des logiques variées. Ces méthodes ont méme
été les premiéres & étre proposées comme procédures de décision pour les logiques EN, EMN, EC
et ECN. Cela renforce 'intérét de leur étude.

2.5 Discussion

Les procédures de décision SAT-based permettent donc de raisonner sur des logiques modales va-
riées en utilisant au maximum le raisonnement propositionnel. Malgré les travaux de généralisation,
I'utilisation de ces méthodes pour des logiques complexes reste un probléme délicat. Cependant, des
expérimentations sur le comportement de ces méthodes tendent & montrer leur supériorité en com-
plexité computationnelle sur ’ensemble de ’état de 'art. Mais cela reste néanmoins trés flou. En
effet, de multiples travaux ont clamé successivement la supériorité des méthodes SAT-based puis
des méthodes basées sur la traduction en logique du premier ordre introduites par Hans Jiirgen Ohl-
bach et Andreas Herzig. Le lecteur pourra consulter les références [GS96, GGST, HS97, GTG02]
ou il est question de protocole expérimental, de procédure d’évaluation favorisant I’'une ou ’autre
des méthodes. Il est néanmoins certain que les méthodes SAT-based dépassent en efficacité les mé-
thodes des tableaux classiques. Les diverses expérimentations ont en effet montré cela et [SM97]
en fourni un support théorique.
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Quelques contributions
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Chapitre 3

LoTREC

3.1 Généralités

LoTREC est un démonstrateur de théorémes développé & 'IRIT au sein de ’équipe LILaC, basé
sur la méthode des tableaux, pour les logiques modales et de description (MDL). Son grand atout

PR PRI

démonstrateurs se limitent & quelques logiques. Or, il existe une infinité de MDL, dont les utilisa-
tions dépendent des besoins pour une application particuliére. L “état de ’art est donc foisonnant
de prouveurs ad hoc, et si un utilisateur souhaite utiliser une logique méme peu différente de celles
traitées par les systémes du moment, il devra concevoir son propre démonstrateur. Le probléme se
pose également lorsque ’on souhaite utiliser des stratégies propres & une application. Un logiciel
ne peut pas a priori en proposer un éventail suffisamment large.

LoTREC a été congu pour combler ce manque. Un utilisateur peut définir des logiques et des
stratégies, sans avoir & toucher & l'implémentation du logiciel. Cela représente un grand intérét
dés lors que I’on souhaite effectuer des expérimentations sur différentes logiques et stratégies, ou
encore adapter le prouveur & une application.

3.2 Les tableaux “a la toulousaine”

Les travaux menés dans I’équipe LILaC autour de la méthode des tableaux ([CFACGH97, FACG02,
FDCGO1]) sont basés sur approche décrite ici.

Définition 18 Soit £ une logiqgue. Un L-modéle-graphe est une structure G = (N, R, F) telle que:
e N est un ensemble de neuds.
e R est une relation binaire sur N.
o [ est une fonction : N — 27,

Définition 19 Un modéle-graphe est dit fermé si l'un de ses neuds contient L.

Définition 20 Soit E un ensemble de formules, un L-tableau pour E est une suite G',...,G", ...

de modéles-graphes telle que :
e In>1, G" est fermé ou G" = G"*1,
o G' est constitué d’un seul neud associé a 'ensemble E.
o G"t s’obtient de G™ en appliquant une des régle de L.

Définition 21 Un tableau est fermé si il existe unn > 1 tel que G™ est fermé, il est ouvert sinon.
Une formule est fermée par tableau si tous ses tableaux sont fermés, elle est ouverte sinon.
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Les régles classiques Les régles suivantes permettent la réécriture monotone d’une partie de
modéle-graphe (uniquement ajout de formules dans un ou plusieurs nceuds et/ou ajout de noeuds
et arcs) :

(L) [o,oa] =

(=) =

(N olang)| = [o(@Af) o

V) |oavy] = [a@VB).q]
o =

En raison de la régle (v

~—

il y a plusieurs tableaux possibles.

Les régles modales Voici les régles modales pour la logique K.

— o] [
® [ooa]—[7) — [ao0]—[ra

Théoréme 2 Adéquation : Si une formule est K-fermée par tableau alors elle est K-insatisfiable.

(—\D—\

!

Théoréme 3 Complétude : Si une formule est K-ouverte par tableau (c’est-a-dire que 'un de
ses K-tableaux est ouvert) alors elle est K-satisfiable. Le tableau ouvert peut étre transformé en un
K-modeéle.

3.3 Définition d’une logique

Dans le cadre de LoTREC, pour définir une logique, on édite un fichier textuel .thy, dans lequel
il faut déterminer le langage et donner les régles de tableau. La description du langage se limitera
aux connecteurs, les variables et les constantes étant systématiquement & disposition.

Les connecteurs Un connecteur est déterminé par :

e son nom interne.

e le nombre de ses arguments.
e sa propriété d’associativité.
e sa représentation externe.

e sa priorité.

Voici par exemple la définition d’un langage pour une logique modale :

connector falsum O true "FALSUM" 4
connector and 2 true "_ & _" 3
connector not 1 true "°_" 5
connector nec 1 true "[]_" 4
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Les régles de tableau Une régle de tableau décrit comment le tableau évolue. C’est-a-dire,
comme un mécanisme d’inférence, donne 4 partir d’une configuration initiale, les opérations & ef-
fectuer sur le tableau. Une régle de tableau se définie donc en deux partie : la description des condi-
tions requises (descriptor), et les opérations & appliquer si les conditions sont remplies (action).
Le détail et ensemble des descriptions (contains, hasElement, areldentical par exemple) et des
actions (link, newNode par exemple) sont donnés dans [Suw01].

Voici, par exemple, les régles de tableau pour la logique K.

rule "and"
descriptor hasElement node0 (and (variable A) (variable B))

action add node0 (variable A)
action add node0 (variable B)
end

rule "not not"
descriptor hasElement node0 (not (not (variable A)))
action add node0  (variable A)

end

rule "not and"
descriptor hasElement node0 (not (and (variable A) (variable B)))

action duplicate node0 begin node0 nodel end

action add node0 (not (variable A))

action add nodel (not (variable B))
end

rule "diamond"
descriptor hasElement node0 (not (nec (variable A4)))

action newNode node0 nodel
action link node0 nodel (R)
action add nodel (not (variable A))
end
rule "K"
descriptor links node0 nodel (R)
descriptor hasElement node0 (nec (variable A))
action add nodel (variable A)
end

3.4 Définition d’une stratégie

Aprés avoir défini une logique, il est nécessaire d’adopter une stratégie. Le role de la stratégie
est de guider la recherche, en déterminant comment combiner et appliquer les régles de tableau.
Des stratégies dépendent souvent la complétude et/ou l’adéquation du prouveur, mais aussi les
performances.

LoTREC fourni un langage de programmation de stratégies trés simple & manipuler. On défi-
nit la stratégie dans un fichier textuel . str. La syntaxe d’une stratégie est donnée par la grammaire
suivante :

liste de_stratégies = stratégie |
stratégie ; liste _de_stratégies
stratégie ::= régle |
repeat stratégie end |
allRules liste_ de_ stratégies end |
firstRule liste de stratégies end
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Et on a, en particulier pour la logique K définie précédemment :

régle ::= “and” |
“not not” |
“not and” |
“diamond” |
“K”

e repeat S; end : signifie, répéter la stratégie S1.

e firstRule R;;...; Ry end : signifie appliquer la premiére régle applicable parmi les R;, 1 <
i < N.

e allRules R;j;...;Ry end : signifie appliquer toutes les régles applicables parmi les R;,
1<i<N.

Par exemple, pour la logique K, nous pourrions avoir un fichier .str contenant :

repeat allRules
fand’’;
‘‘not not’?’;
‘‘not and’’;
¢‘diamond’’;
[4 lK’ 2

end

qui serait une stratégie naive, mais qui convient au systéme K, répétant séquentiellement toutes
les régles applicables.



Chapitre 4

ProSaBa : présentation

Cette partie peut étre lue comme un manuel de maintenance du logiciel. ProSaBa (pour PROlog
SAt BAsed) est une implémentation Prolog de la procédure KSAT de [GS96].

davis_putnam.pl

prop_utils.pl

ksat.pl

generate_prop_model.pl

Figure 4.1: Architecture générale de ProSaBa. Les fléches dénotent 1'utilisation.

Voici le détail des prédicats, classés par modules (ou fichiers). Nous ne présentons pas leur signi-
fication, mais plutot la maniére de les utiliser. Aussi, nous ne faisons pas apparaitre les prédicats
qui ne présentent pas d’intérét particulier, c’est-a-dire, les prédicats qui devraient étre considérés

comme privés.

prop _utils.pl Les prédicats de prop_utils sont des prédicats de manipulation de formules
propositionnelles en forme normale conjonctive.

conjunction(Cnfl,Cnf2,X)

X est la conjonction de Cnf1l et Cnf2

model2formula(Positive,Negative,X)

X est la conjonction des atomes positifs (Positive)
avec la conjonction de la négation des atomes négatifs
Negative

complement (Set1,Set2,X)

X est le complément de Set2 dans Set1

negated_atoms(Formula,Positive,X)

X est composé des atomes apparaissant dans Formula
et qui ne sont pas dans Positive

positive_clause(Clause)

vrai si Clause est une clause positive

no_positive_clause(Formula)

vrai si la formule Formula ne contient aucune clause
positive

atomslist(Formula,X)

X est la liste des atomes apparaissant dans la formule
Formula

cnf_negation(Formula,X)

X est la formule CNF correspondant a la négation de
la formule Formula
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davis putnam.pl Ce fichier n’est qu’une implémentation de la procédure (compléte) de déci-
sion propositionnelle que 1’on va utiliser pour KSAT. Il n’y a donc un seul prédicat “public” :

prop_sat (Formula,X) X est une liste contenant les atomes positifs du mo-
déle trouvé par la procédure

generate prop model.pl Ce fichier contient I'implémentation de la méthode permettant de
générer un ensemble complet et non redondant de modéles, & partir d’une procédure compléte.

generate_prop_model (Formula,X) X est une liste contenant les atomes positifs du mo-
déle trouvé par la procédure. Un ensemble complet
de modéles sera trouvé.

ksat.pl C’est le module central de ProSaBa.

ksat (Formula) vrai si la formule Formula est K (m)-satisfiable. Les
modéles trouvés sont affichés, cf. page 33.

ktheorem(Formula) vrai si la formule Formula est valide dans le systéme
K(m).

Remarque sur la couche propositionnelle 1l est important de porter une attention particu-
liere & 'indépendance du raisonnement propositionnel et modal afin de tirer au maximum parti
des procédures SAT-based.

Méme si 'outil permet de traiter de la satisfiabilité des formules modales, la couche proposi-
tionnelle est centrale. Il est donc important de pouvoir modifier le prédicat prop_sat sans toucher
a la partie modale. Cela nous permet en particulier de considérer davis_putnam.pl comme une
implémentation du prédicat prop_sat.

Ainsi, on peut aisément utiliser un prouveur de ’état de I’art. Il suffit pour cela de linterfacer
par lintermédiaire du prédicat prop_sat (Formula,X) en respectant la spécification donnée pré-
cédemment.
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ProSaBa : utilisation

5.1 Installation et exécution

Il faut d’abord copier ’archive prosaba.tar.gz dans un répertoire PROSABA, puis extraire les

sources en exécutant les commandes :

> gunzip prosaba.tar.gz
> tar xvf prosaba.tar

Il reste & compiler les sources. Avec GNU Prolog! :

> gplc prop_utils.pl davis_putnam.pl generate_prop_model.pl ksat.pl -o proSaBa

> ./proSaBa

On peu aussi charger les fichiers dans 'environnement Prolog basique, en entrant aux invites
| 7- les commandes successives [prop_utils].,[davis_putnam] .,[generate_prop_model]. et

[ksat] ..

Si 'on souhaite utiliser une autre méthode propositionnelle que celle proposée dans le fi-
chier davis_putnam.pl, il faudra fournir & la place un fichier (prop_sat.pl par exemple) conte-
nant 'implémentation du prédicat prop_sat(F,M), on créera alors ’environnement ProSaBa
avec la commande : gplc prop_utils.pl prop_sat.pl generate_prop_model.pl ksat.pl -o

proSaBa.

5.2 Les formules

La représentation interne d’une formule utilise au maximum la structure de données des listes de
Prolog. 1l est attendu que la formule soit en forme normale conjonctive.

-
AV B

AANB

-a

O-A

Exemple : (aVbVe)A(maVb)A(bV—c)
Exemple : = 0o (—pV q) V= DOopV Oog

(|

[[A,B]]

[[Al, [B]]

non a

r box A

[[a, b, c], [non a, bl, [b, non c]]

[[non 0 box [[non p,ql]l, non 0 box [[pll, 0 box [[q]1]1]1]

5.3 prop_sat, ksat et ktheorem

Les trois commandes principales sont les suivantes :

1On peut télécharger GNU Prolog sur http://pauillac.inria.fr/ ~diaz/gnu-prolog/
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prop_sat permet de tester la satisfiabilité propositionnelle d’une formule. La commande prop_sat (Formula,X)
identifie & X la liste des atomes positifs d’un modéle de la formule Formula, si et seulement si cette

formule est satisfiable. On passe au modéle suivant avec le caractére ; et on stoppe ’exécution en

enfongant la touche de retour chariot.

| ?- prop_sat([[a, b, c], [non a, bl, [b, non cl1,X).

X = [c,b] 7 ;

X=1[p] 7

ksat permet de tester la K-satisfiabilité d’une formule modale. Lorsqu’un modéle est trouvé,
il est affiché (cf. section 5.4). Le déroulement est identique que pour prop_sat. Notons que ’on

peut utiliser ksat pour tester la satisfiabilité d’une formule propositionnelle, auquel cas le modéle
complet sera affiché, c’est-a-dire les atomes positifs et négatifs.

| ?- ksat([[non 0 box [[non p,ql], non O box [[pl], 0 box [[ql]11]).

ktheorem permet de déterminer si une formule modale est valide dans le systéme K. Si la formule
passée en parameétre est un théoréme du systéme K, alors le programme répondra yes. Dans le
cas contraire, un contre-modéle sera affiché.

| ?- ktheorem([[non O box [[non p,ql], non O box [[pl], O box [[q]]11]).

(10 ms) yes

5.4 Interpréter les modéles

ProSaBa ne se contente pas de déterminer la satisfiabilité d’une formule, mais affiche aussi les
modéles trouvés. Un monde est décrit sur trois lignes :

1. Mod Op : numéro de la relation d’accessibilité
2. clé du monde from clés des mondes “péres” Formula : formule a satisfaire

3. + liste des atomes positifs du modéle propositionnel - liste des atomes négatifs du modéle

La description du modéle est une suite de descriptions des mondes qui le composent. Aussi, le
monde racine aura pour pére un monde portant la clé NONE. Un monde pour lequel on trouvera
un modéle propositionnel composé de n atomes négatifs de la forme O, A engendrera n nouveaux
mondes. Par exemple, si, pour une formule, un modeéle propositionnel est {a = T,b = 1,0,b =
1,0,—a = 1}, alors le monde engendrera deux nouveaux mondes, par la relation d’accessibilité
numéroté r.

Notons que dans la version actuelle de ProSaBa, les modéles auront toujours une structure
d’arbre, un monde ayant un unique pére. Pour clarifier les choses, nous présentons deux exemples.

Exemple 8 Soit ¢ = -0y (~0o (mpA—DOor)) A(QopV Do Lo Tor)- Elle se traduit pour ProSaBa
en

[[non 0 box [[non 0 box [[non pl,[non 0 box [[r]]11111],
[0 box [[p]l],0 box [[0 box [[0 box [[r]111111]

Voici le déroulement de ’exécution :
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| ?- ksat([[non O box [[non O box [[non p],[non 0 box [[r]1111111,[0 box [[pll, O
box [[0 box [[0 box [[r]1111111).

Modal Op : O

1 from 0 Formula : [[0 box [[non p]l,[non 0 box [[r]]1]11],[0 box [[0 box [[r]]1]11]]
+[0 box [[non pl,[non O box [[r]]1]1]1,0 box [[0 box [[xr]1111]1 -I[I

Modal Op : O

2 from 0 Formula : [[non p],[0 box [[0 box [[r]]1]]1]]

+[0 box [[0 box [[r]11111 -[p]

Modal Op : NONE

0 from NONE Formula : [[non O box [[mon 0 box [[non pl,[non 0 box [[r]1111111,[0

box [[pl1,0 box [[0 box [[0 box [[r]1111111]

+[0 box [[0 box [[0 box [[r]]1]1111] -[0 box [[non 0 box [[non pl,[non 0 box [[r]]
1111,0 box [[pll]

true 7 ;

Modal Op : O

3 from O Formula : [[0 box [[non p]l,[non O box [[r]]111], [pl]
+[0 box [[mon pl,[non O box [[r]11]1,p] -I[]

Modal Op : O

6 from 5 Formula : [[non r]l]
+[1 -[r]

Modal Op : O

5 from 4 Formula : [[non O box [[r]]]]

+[1 -[0 box [[r]]]

Modal Op : O

4 from O Formula : [[non O box [[0 box [[r]111], [pl]

+[p] -[0 box [[0 box [[r]1111]

Modal Op : NONE

0 from NONE Formula : [[non O box [[non 0 box [[non pl,[non 0 box [[r]]111]11],[0
box [[pl1,0 box [[0 box [[0 box [[r]1111111]

+[0 box [[p]l]1] -[0 box [[non O box [[non pl,[non 0 box [[r]1]11111,0 box [[0 box [
[0 box [[r]111111]

true 7 ;

Modal Op : O

7 from O Formula : [[0 box [[non p],[non O box [[r]]]1]],[0 box [[0 box [[r]1]1]11],
[pl]

+[0 box [[non pl,[non 0 box [[r]]1]1]1,0 box [[0 box [[r]11]1]1,p] -[1

Modal Op : NONE

0 from NONE Formula : [[non O box [[mon 0 box [[non pl,[non 0 box [[r]1111111,[0

box [[pl1,0 box [[0 box [[0 box [[r]1111111]

+[0 box [[0 box [[0 box [[r]]1]1]]1]1,0 box [[pl]] -[0 box [[non 0 box [[non pl,[non
0 box [[r]111111]

true 7 ;
(10 ms) no

Par exemple, le second modéle s’interpréte comme sur la figure 5.1.
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‘ = Og (—\ o (ﬁp/\ = Og 7‘)) N (I:\op\/ Op Oo DQT‘) ‘
Ho = {D()p =T,00(—~00(—pA—-0Ogr)) =L,00 00 or = J_}

‘Do(ﬂp/\ﬂmor)/\p‘ = 0o Oor Ap
ps = {0o(-pA—-Oor)=T,p=T} ma={p=T,00007r =1}

—Ogr
ps = {0or = L}
|
pe ={r =1}

Figure 5.1: Interprétation du second modéle affiché par ProSaBa pour la formule ¢ = —0o (= 0o
(=pA—=0Qor)) A (QopV Qo Oo Qor). On accéde d’un monde & un autre si une branche les relie et
que le monde “pére” est représenté au dessus du “fils”.

Exemple 9 Soit ¢’ = Op—aV - O (maVb)V -0 (- O bV Op—a).

[[0 box [[non all, non 0 box [[non a,bl],
non 0 box [[non 0 box [[b]], O box [[non a]llll]

Voici le premier modéle trouvé par ProSaBa :

Modal Op : O
1 from 0 Formula : [[a]ll

+[a]l -0

Modal Op : O

2 from 0 Formula : [[a], [non b]]
+[a] -[b]

Modal Op : O

4 from 3 Formula : [[a], [b]]
+[a,b] -[]

Modal Op : O

3 from O Formula : [[0 box [[b]]],[non 0 box [[non allll

+[0 box [[b]]] -[0 box [[non alll

Modal Op : NONE

0 from NONE Formula : [[0 box [[non all,non 0 box [[non a,b]l],non O box [[non 0
box [[bl],0 box [[non allllll

+[] -[0 box [[non a]l,0 box [[non a,bl],0 box [[non 0 box [[b]l],0 box [[non all]
1]

1l s’interpréte ainsi :
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Oo—a V = Oy (—\U,Vb)\/—\lz\() (—\ Dob\/[lo—\a)‘
o ={00—a = L,00(—aVb)=L1L,00(—-00bV Opma) = J_}

’l,Ll:{a:T} M2:{a:T7b:J_} MBZ{DOb:T’DO—\a:J_}

pe={a=T,b=T}

Figure 5.2: Interprétation du second modéle affiché par ProSaBa pour la formule ¢’ = Op—a V
= 0o (maVb)V-D0y(—O0bVOp—a). Les conventions de représentation sont les mémes que dans
lexemple 5.1.
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Perspectives pour LoOTREC

Nous avons vu dans les parties 2.4.1 et 2.4.2 que les méthodes SAT-based peuvent étre étendues
a des logiques variées, mais, malgré 'intéressante généralisation de [SV98] pour un éventail de
logiques normales, ’extension & d’autres logiques reste ad hoc. Or comme nous ’avons indiqué
dans la section 3.1, la force de LoTREC réside dans sa généricité et sa génération de modéles.
Il parait pour le moment exclu de transformer LoTREC en un prouveur purement basé sur la
satisfiabilité propositionnelle. Cependant, il ressort des méthodes SAT-based une idée intéressante
pour les perspectives de LoTREC : SAT pourrait étre utilisé comme heuristique dans le processus
de décision d’une formule modale.

6.1 Utilisation de SAT

Le traitement des connecteurs propositionnels par LoTREC est complétement inefficace, or les
expérimentations qu’il permet sont surtout concernées par les opérateurs modaux. L’utilisation de
SAT permettrait d’améliorer ce point sans nuire & la modularité de LoTREC ni 3 la lisibibilité
des réfutations qu’il fournit.

L’utilisation d’une régle propositionnelle unique pourrait considérablement améliorer les choses
puisque la duplication de tableau aurait lieu seulement lors de I’inspection d’un nouveau modéle
propositionnel, ce que ’on voit clairement sur ’application algorithmique page 21.

Lorsque ’on applique une procédure SAT, celle-ci retourne un modéle propositionnel. Nous
transformons la L-satisfiabilité d’une formule en une L-satisfiabilité d’un de ses modéles propo-
sitionnels. Ce modéle permet de déterminer quelles valeurs booléennes donner aux atomes de
haut-niveau. On duplique la branche et, si un atome « est évalué & Faux on ajoute -« a la
branche et on ajoute « s'il est évalué & Vrai. Remarquons que nous sommes certains qu’il n’y
aura pas de duplication de branche & I’étape suivante.

Malgré tout, nous pouvons émettre un doute quant & ’efficacité d’une telle méthode. En effet,
il est facile de se convaincre que sur certaines instances, le colt de l'application des régles va
étre plus important avec une régle unique propositionnelle plutét qu’avec les régles de tableaux
traditionnelles. L’exemple suivant en est la preuve :

Exemple 10 Soit ¢ = Op A (QpV O—-pV O(pV —p)). Un ensemble complet de ses modéles pro-
positionnels a un cardinal de 4 (cf. exemples 8 et 7). Ce qui implique la création de quatre sous-
branches. Or, il est facile de voir que pour une méthode des tableaux classique, aprés Uapplication
de la régle (M), la régle (V) va entrainer la création de seulement trois sous-branches (en supposant
une régle (V) n-aire).

Mais ces considérations ne mettent pas I'idée d’utiliser SAT comme heuristique complétement &
mal. En fait, des cas similaires & ’exemple 10 vont apparaitre dans des situations d’instances ayant
de nombreux modéles propositionnels, donc des instances sous contraintes et faciles 4 résoudre en
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général (cf. section 1.5.1.1). Nous émettons donc ’hypothése qu’une telle méthode heuristique
peut s’avérer fort efficace sur des instances trés contraintes.

Exemple 11 Soit la formule § = (aVbVc)A(maVbVe)A(aVbV -e)A(aV bV —c),
dans laquelle on peut identifier les variables a, b et ¢ 4 des atomes modaux. Utilisons le prédicat
generate_prop_model (Formula,X) fourni avec ProSaBa pour déterminer un ensemble complet
de modéles :

| 7- generate_prop_model([[a,b,c],[non a,b,cl,[a,b,non c],[a,non b,non c]],X).

X = [c,b,a] 7 ;
X = [a,b] ? ;
X = [c,a] ? ;
X=1[b] 7;
no

Dans ’exemple précédent, I'utilisation de SAT comme heuristique va donc entrainer I'utilisation
de seulement 4 régles.

Grace & SAT, nous créons des sous-branches sémantiquement, plutdt que syntaxiquement. Le
gain est indéniable par rapport & I’application des régles classiques de tableaux.

6.2 Utilisation de KSAT

Une autre perspective intéressante serait d’aller au-deld de SAT pour guider ’exécution de Lo-
TREC et une construction efficace de modéles. En effet, nous avons pensé tirer parti du tra-
vail d’une procédure KSAT. L’intérét réside dans la différence de complexité entre KSAT et une
méthode des tableaux classiques, KSAT ayant un meilleur comportement dans le pire des cas.
(consulter [SM97] pour les détails).

Proposition 10 Soit un ensemble d’aziomes X = {A;,..., A}, L C X et ¢ une formule modale.
Si ¢ n'est pas L-satisfiable, alors ¢ n’est pas (L|J{Ar})-satisfiable, A, € X\ L.

Cela consiste & déterminer la K-satisfiabilité d’une formule modale en logique £ avec KSAT,
qui va indiquer & LoTREC la valeur de vérité des atomes de haut-niveau pour obtenir un modéle
dans la logique K. Il suffit alors de tester la L-satisfiabilité des K-modéles. LoTREC construira
dans le méme temps un £-modéle pour la formule. Cela, en vertu de la proposition 10.

Nous voyons clairement apparaitre qu’un travail semblable peut étre réalisé avec une méthode
SAT-based pour des logiques plus complexes que K. Par exemple, pour prouver la S4-satisfiabilité
d’une formule et construire un modéle avec LoTREC, nous pourrions utiliser une méthode K4-
SAT. Et ainsi de suite. Mais nous ne pouvons a priori déterminer les différences d’efficacité entre
des heuristiques SAT, KSAT, K4-SAT... pour LoTREC. Seule une expérimentation pourra nous
donner des éléments de réponse.

Actuellement, Parchitecture de LoTREC n’est pas assez flexible pour permettre cela. Lorsqu’elle
le sera, nous pourrons tester la collaboration LoTREC-SAT et LoTREC-ProSaBa.
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Discussion et travail futur

L’état de ’art de la logique propositionnelle montre des progrés indéniables qu’il est intéressant
d’exploiter pour le raisonnement automatique en logique modale.

Il existe & présent des procédures de décision propositionnelles & haute ingénierie, utilisant des
bibliothéques de structures de données particuliérement optimisées pour le maniement de formules
logiques, ainsi que des heuristiques efficaces issues des progrés dans la connaissance du probléme de
satisfiabilité propositionnelle. Les résultats concernant les transitions de phases ou les heavy-tails
sont les exemples les plus parlants de ces progrés. Les travaux théoriques sur SAT ont joué un role
prépondérant dans les approches récentes.

En ce qui concerne les méthodes SAT-based pour raisonner en logique modale, il est dommage
qu’il y ait un si grand manque de travaux expérimentaux de comparaison avec les méthodes
alternative (tableaux, traduction) pour des logiques moins communes que K (m). Les auteurs de
KSAT émettaient pourtant dans [GS96] la conjecture que les techniques SAT-based seraient une
réussite plus grande encore, appliquées aux logiques non-normales.

De plus, si la procédure systématique Davis-Putnam a été largement utilisée, les procédures in-
complétes telles que GSAT n’ont pas, & notre connaissance, été expérimentées. Mais nous pouvons
en effet supposer en considérant les nombreux appels propositionnels des méthodes SAT-based,
que la procédure résultante serait fortement incompléte. Nous estimons néanmoins qu’une étude
élémentaire serait utile.

Enfin, la méthode utilisée dans la section 2.4.1 pour passer des L£-tableaux aux £-tableaux; sug-
gére une approche plus générale, comme il est dit dans [SV98]. La mise au point d’une adéquation
entre méthodes par tableaux et méthodes SAT-based en substituant les régles purement proposi-
tionnelles habituelles par une simple régle de génération de modéles propositionnels permettrait
d’utiliser I’intégralité de I’état de I’art des tableaux, dont la variété est immense dans la littérature.

Bien qu’il existe des implémentations de KSAT, nous avons développé la notre. La motivation
de cela est lintégration & une maquette d’une future version de LoTREC en cours de déve-
loppement en PROLOG. Nous ne doutons pas de la facilité d’une telle mise en place, puisque
notre implémentation est extrémement proche de l’algorithme. Nous avons par ailleurs adapté
le générateur d’instances aléatoires créé par les auteurs de *SAT. En contre-partie, ProSaBa
souffre d’une grande inefficacité. Dans une version avancée de LOTREC collaborant avec SAT,
il sera important d’utiliser un prouveur de I’état de ’art ayant de bons résultats. Chaque année
de nouveaux prouveurs libres de droit, toujours plus performants, sont mis au point. Un élément
essentiel de ’architecture du futur LoTREC sera donc une modification facilitée de la couche
propositionnelle.

Il pourra étre intéressant de s’inspirer de systémes existants. Des outils tels que FACT [Hor9§]
et DLP [PS] qui bien qu'ils soient présentés comme basés sur la méthode des tableaux, sont des
exemples de prouveurs SAT-based, particuliérement efficaces. Notons aussi que la version actuelle
de *SAT [GTGO2| présente une anomalie que nous avons signalé aux auteurs, ne trouvant par
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exemple, pas de modéle pour la formule O(pA—p) dans le systéme K qui est trivialement satisfiable.
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Annexe A

prop utils.pl

[ RRFREREFKRAFK KA KRR RAAFK AR KARAFAF KRR R AR K

TODO :

- cnf_negation needs simplifications, subsum, trivial clauses elimination
R HKEAAAK I EKEAAA S HEEERAAA R HEEAAA SRR KEAR A KEAAAR KKK AAAAK [

%% mnon operator
:— op(720.fy,nomn).

% Some useful predicates
%% conjunction of two CNF
conjunction(Cnf_1,Cnf_2,Result_Cnf) :—
append(Cnf_1,Cnf_2,Result_Cnf).

%% from a model (positive and negative atoms)

%% make a cnf formula (a conjunction of unit clauses)

model2formula([].[1.[]) :— !

model2formula([],[Atom|Negative],[[non Atom]|Formula]) :—
model2formula([ ],Negative,Formula),!.

model2formula([Atom|Positive],Negative,[[Atom]|Formula]) :—
model2formula(Positive,Negative,Formula),!.

%% transform a list of literals into a list of atoms
delnon([],[]).
delnon([non A|X],[A[Y]) :—
delnon(X,Y),!.
delnon([A[X],JA]Y]) :—
delnon(X,Y),!.

%% set complement ; a set is a list
complement([],- []) :— I
complement([A|X],Y,[A|Z]) :—
\+ member(A,Y),
complement(X,Y,Z),!.
complement([A|X],Y,Z) :—
member(A,Y),
complement(X,Y,Z),!.

%% from a formula and positives atoms of a model

%% finds negatives atoms of the model

negated_atoms(Formula,Positive,Negative) :—
atomslist(Formula,Atoms),
complement(Atoms,Positive, Negative).
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% POSITIVE_CLAUSE
positive_clause([]).
positive_clause([Literal| Queue]) :—
\+ Literal = (non _),
positive_clause(Queue).

no_positive_clause([]).

no_positive_clause([Clause|Queue]) :—
\+ positive_clause(Clause),
no_positive_clause(Queue).

% list of atoms of a formula

%% list of atoms of a CNF formula
%% an atom may appear more than one time
atomslist_base([],[]) :— "
atomslist_base([X|Q].Y) :—
atomslist_base(Q,M),
delnon(X,L),
append(L,M,Y),.

del_doubled([].[]) :— !

del_doubled([H|Q].R) :(—
member(H,Q),
del_doubled(Q,R),!.

del_doubled([H|Q],[H|R]) :—
\+ member(H,Q),
del_doubled(Q,R),!.

atomslist(F,A) :—
atomslist_base(F,X),
del_doubled(X,A).

% negation of a CNF

%% negation, [non (non A) ———> A] simplification
neg(non A,A) :(— 1.
neg(A, non A).

%% from [[a,b],[c,non d]]
%% return [non a,non c|, [non a,d], [non b,non c] or [non b,d]
%% (a combinaison of one negated element of each list)
neg_comb([].(]).
neg_comb([Monom|Queue],[Literal|Cnf]) :—
member(X,Monom),
neg(X,Literal),
neg_comb(Queue,Cnf).

%% negation of a CNF
cnf_negation(Formula,Cnf) :—
findall(X,neg_comb(Formula,X),Cnf).
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Annexe B

davis putnam.pl

[ RRFREREFKRAFK KA KRR RAFAFKRARAIER AR KRR RAHRAFA K

representation of the formulae in CNF :

(A\/ B\/C)/\ ("A\/D)
is translated into [[A,non B, CJ,[non A, D]]

TODO :
- emprove heuristic choose_atom

****************************************************************/

%% non operator
:— op(720,fy,nomn).

%% interface
prop_sat(X,Y) :—
davis_putnam(X,Y).

% DAVIS PUTNAM
davis_putnam([].[]).
davis_putnam(Formula,_) :—
member([],Formula),
fail.

%% Unit Propagation
davis_putnam(Formula,[Atom|Model]) :—
member([Atom],Formula),

\+ Atom = (non _),
assign(Atom,true,Formula,X),
davis_putnam(X,Model),!.
davis_putnam(Formula,Model) :—
member([non Atom],Formula),
assign(Atom,false,Formula,X),
davis_putnam(X,Model),!.

%% mno positive clause
davis_putnam(Formula,[]) :—
no_positive_clause(Formula),!.

%% Splitting
davis_putnam(Formula,Model) :—
choose_atom(Formula,Atom),

((

assign(Atom,true,Formula,X),
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ANNEXE B. DAVIS_PUTNAM.PL

[Atom|M] = Model,
davis_putnam(X,M)
);
(
assign(Atom,false,Formula,X),
M = Model,
davis_putnam(X,M)

)
% CHOOSE_ATOM

%% an atom in a smallest postive (TODO) clause
choose_literal(Formula,Literal) :—
choose_literal(Formula, Literal,_).
choose_literal([Clause|[ ]], Literal,Size) :—
last(Clause, Literal),
length(Clause,Size),!.
choose_literal([Clause|Queue],Literal,Size) :—
choose_literal(Queue,Literal,Size),
length(Clause,L),
Size =< L,
choose_literal([Clause|Queue],Literal,Size) :—
choose_literal(Queue,_,L),
length(Clause,Size),
Size < L,
last(Clause,Literal),!.

choose_atom(F,A) :—
choose_literal(F,X),
(X = (non A) ; (\+ X = (non _), X = A)).

% PROPAGATION (ASSIGN)
assign(-.-.[].[])-

%% Subsumption

assign(Atom,true [Clause|Queue],Result) :—
member(Atom,Clause),
assign(Atom,true,Queue,Result),!.

%% Resolution

assign(Atom,true,[Clause|Queue],[X|Result]) :—
member(non Atom,Clause),
delete(Clause,non Atom,X),
assign(Atom,true,Queue,Result),!.

assign(Atom,true,[Clause|Queue],[Clause|Result]) :—
I assign(Atom,true,Queue,Result).

assign(Atom,false,[Clause|Queue] Result) :—
member(non Atom,Clause),
assign(Atom,false, Queue,Result),!.

assign(Atom,false,[Clause|Queue],[X|Result]) :—
member(Atom,Clause),
delete(Clause,Atom,X),
assign(Atom,false, Queue,Result),!.

assign(Atom,false,[Clause|Queue],[Clause|Result]) :—
assign(Atom,false, Queue,Result),!.
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Annexe C

generate prop model.pl

[ RRFREREFKRAFK KA KRR RAFAFKRARAIER AR KRR RAHRAFA K
*>l<**:k>I<:k***:k>I<**:k*************************************************/

%% to generate a complete set of models of a propositional formula
%% can be used with any complete SAT procedure prop_sat
generate_prop_model(Formula,Model) :— generate_prop_model
prop-_sat(Formula,Model_1),!,
(
Model_1 = Model;
( 10
negated_atoms(Formula,Model_1,Negative),
model2formula(Model_1,Negative,X),
cnf_negation(X,NegMod1),
conjunction(Formula,NegMod1,Fprime),
generate_prop_model(Fprime,Model)
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Annexe D

ksat.pl

[ RRFRERRFK ARSI KA AR RRAAAFRARAFK ISR ARSI RAA AR AAA K

NOTE :
- representation of a formula must be in a format accepted by the

generate_prop_model procedure.
- Nec(0)(a\/b) is translated into [[0 boz [[a,b]]]].

EXAMPLES :
ksat([[non 0 boz [[non p,q]], non 0 boz [[p]], 0 boz [[q]]]]). (AXIOM K)
ksat([[0 boz [[non p,q[],[0 boz [[p]]],[non 0 boz [[q][]]). (NEG K)
ktheorem([[non 0 boz [[non p,q]], non 0 boz [[p]], 0 boz [[q]]],

[non 1 boz [[non p,qf], non 1 boz [[p]], 1 boz [[q]]]]). (AXIOM K(2))

ksat([[0 boz [fnon af], non 0 boz [[non a,b]],
non 0 boz [[non 0 boz [[b]], 0 boz [[non af][]]]).

ksat([[non 0 box [[non 0 box [[non p],[non 0 boz [[r]]]]]]],
[0 boz [[p]], 0 box [[0 box [[0 boz [[r]][]]]]])-

TODO :
- improvements (sorting modal atoms,
factorizing positives conjunctions,

check for incomplete assignments)
****************************************************************/

%% box operator
:— op(720,xfy,box).

%% initialise dynamics clauses
init_dynamics :—
asserta(counter(0)).

%% a key is a unique identifiant for a world of a model
next_key(X) :—

retract(counter(Y)),

X is Y+1,

asserta(counter(X)).

%% next_level_formula. transform a model in a cnf composed
%% of the formulae under the scope of a R—box
next_level_formula(_,[].[]) :— |
next_level_formula(R,[R box A|X],Z) :—

conjunction(A,Y,Z),
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ANNEXE D. KSAT.PL 48

next_level _formula(R,X,Y),!.
next_level_formula(R,[-|X],Y) :—
next_level_formula(R,X,Y),!.

%% keep in the second list, only R—modal atoms of the first list
keep_box(_,[].[]) :— L
keep_box(R,[R box X | Atoms],[R box X | Result]) :—
keep_box(R,Atoms,Result),!. 50
keep_box(R,[-|Atoms],Result) :—
keep_box(R,Atoms,Result),!.

%% list box operators of the first list in the second one
list_mod_ops([].[]) :— "
list_mod_ops([R box _ | Cdr],[R|Boxes]) :—
list_mod_ops(Cdr,Boxes),
\+ member(R,Boxes),!.
list_mod_ops([-|Cdr],Boxes) :—
list_mod_ops(Cdr,Boxes). 60

%% print a model
print_model(Formula,Positive, Negative, PreviousKey,Key, ModOp) :—
write(’Modal Op : ), write(ModOp), nl,
write(Key), write(’ from ?), write(PreviousKey),
write(> Formula : ?), write(Formula), nl,
write(’+?), write(Positive), write(’> ?),
write(’-?), write(Negative), nl.

70
% KSAT

%% test if a formula is satisfiable in system K(m)

ksat(Formula) :—
init_dynamics,
ksat(Formula,_,’NONE’,0,’NONE? ).

ksat([],-,-,—) :— !. % is this clause useful ?

ksat(Formula,Positive, PreviousKey, Key, ModOp) :—
generate_prop_model(Formula,Positive),
negated_atoms(Formula,Positive, Negative), 80
append(Negative,Positive,NegPos),
list_mod_ops(NegPos,ListModOps),
ksat_assignment (List ModOps,Positive,Negative, PreviousKey,Key),
print_model(Formula,Positive,Negative, PreviousKey,Key,ModOp).

ksat_assignment([],-,_,_,-) :— L.
ksat_assignment([R|List],Positive,Negative, PreviousKey Key) :—
keep_box(R,Positive,PosR),
keep_box(R,Negative,NegR),
ksat_restricted_assignment(R,PosR,NegR,PreviousKey,Key), 90
ksat_assignment(List,Positive,Negative, PreviousKey,Key).

ksat_restricted_assignment(_,_,[],-,-) :— L
ksat_restricted_assignment(R,Positive,[R box B|Beta] PreviousKey Key) :—
next_level_formula(R,Positive,Cnf),
cnf_negation(B,Neg),
conjunction(Neg,Cnf,Formula),
next_key(NextKey),!,
ksat(Formula,_,Key,NextKey,R),
ksat_restricted _assignment (R, Positive, Beta,PreviousKey,Key). 100
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%% test if a formula is a theorem in system K(m)
ktheorem(X) :—

cnf_negation(X,Neg),

\+ ksat(Neg).

49



